
Andrej Ivaxkovi�

Geometrijski algoritmi i
strukture podataka
NEDEǈA INFORMATIKE U

MATEMATIQKOJ GIMNAZIJI



2 Andrej Ivaxkovi�

kd stablo

Pretpostavimo da nam je dat skup taqaka u prostoru. Tada postoji jedna klasa
geometrijskih upita koji su sliqnog tipa i sa velikim brojem primena:

• Odre�ivaǌe taqke iz ovog skupa koja je najbli�a nekoj datoj — nearest
neighbour (NN) upit. Osnovna primena se javǉa u organizaciji slu�bi
sa hitnim reakcijama: vatrogasna slu�ba, policija, hitna pomo�. Mo�e
da se koristi i u savremenim online aplikacijama za odre�ivaǌa naj-
bli�eg lokala nekog tipa. Ovaj upit se javǉa i u nekim heuristikama i
optimizacionim problemima (problem trgovaqkog putnika).

• Odre�ivaǌe najve�eg mogu�eg pravougaonika koji ne sadr�i nijednu
taqku. Ovo mo�e da bude korisno ukoliko se planira izgradǌa nekog
objekta xto je mogu�e ve�e povrxine.

• Range searching upiti: odre�ivaǌe broja taqaka u nekoj oblasti, nekog
ekstremalnog svojstva u oblasti. . .

Od qitave spatial query klase upita (prostorni upiti), primenǉivim pri
radu sa bazama podataka u kojima su posmatrani objekti geometrijske prirode,
posebno smo izdvojili ove. Oqekujemo da indeksiraǌe svih taqaka preko niza
ne�e dati zadovoǉavaju�e rezultate po pitaǌu efikasnosti, te nam je neopho-
dan nekakav prostorni indeks. Za ovakve potrebe koristi se kd stablo1.
Suxtina strukture kd stabla se zasniva na segmentaciji prostora: najpre

se sve taqke podele u dva maǌe-vixe jednako brojna podskupa koje razdvaja
jedan uslov: odnos sa nekom koordinatom (sve taqke qija je odgovaraju�a ko-
ordinata maǌa od te referentne nalaze se u jednom skupu, one qija je ve�a
nalaze se u drugom skupu, a u sluqaju jednakosti postoje razlike u zavisnosti
od pristupa). Nakon toga se rekurentno vrxi podela ovih podskupova na isti
naqin, ali se sada vrxi razdvajaǌe po nekoj drugoj koordinati (ako je prvo
razdvajaǌe bilo po x koordinati, daǉe ide po y, pa po z itd. . . kada se do�e
do posledǌe, ponovo se deli po x koordinati).

Req je, dakle, o stablu nad k-dimenzionim podacima. U sluqaju k = 1 se
pamte taqke koje su u sortiranom poretku i ovo je onda binarno stablo pre-
trage. U sluqaju k = 2 se operixe sa jednom ravni, u sluqaju k = 3 sa pros-
torom itd.

Ispostavi�e se da je ovako formirano stablo vrlo podesno za zadatke nave-
denog tipa. Da bi se stablo kreiralo, neophodno je odrediti tu granicu koja
se povlaqi radi podele na dva podskupa. Jednostavno bi bilo uzeti arit-
metiqku sredinu, ali je to nezgodno u velikom broju sluqajeva jer taqke
uglavnom nisu «ravnomerno» raspore�ene (naravno, ukoliko te�imo prav-
ǉeǌu balansiranog stabla). Da bi bila izvrxena podela na dva skupa pri-
bli�no jednake brojnosti, neophodno je odrediti medijanu (pri tome �emo
ignorisati uobiqajenu definiciju ako je broj elemenata paran: aritmetiqka
sredina dva sredǌa elementa).

1Koristi se i zapis k-d stablo u literaturi. Pri put kada je uvedeno («Multidimensional bi-
nary search trees used for associative searching», Bentli, 1975.) se govorilo o «uopxteǌu binarnog
stabla pretrage».
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Slika 1: Podela prostora na segmente
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Slika 2: kd stablo formirano nad segmentisanim prostorom

Quickselect algoritam

U naivnom sluqaju, medijana nekog niza se odredi tako xto se najpre izvr-
xi sortiraǌe, pa se uzme sredǌi element. Ipak, ovakav postupak zahteva
O (n log n) vreme, gde je n du�ina niza. Od ostalih metoda izdvajamo, zbog
jednostavnosti, Quickselect algoritam.

Quickselect ima sliqnu ideju kao Quicksort algoritam sortiraǌa. Posma-
trajmo niz A koji ima n elemenata. Neka se tra�i element sa pozicijom k
u sortiranom nizu tj. k-ti najmaǌi. Najpre izdvajamo neki element x (koji
zovemo pivot) i ispitujemo koji su elementi u A maǌi, a koji ve�i od ǌega
(u sluqaju jednakosti je potpuno svejedno u koju grupu ga stavǉamo). Ukoliko
preuredimo niz tako da su svi elementi koji su maǌi od x pre ǌega u nizu, a
oni koji su ve�i od x posle ǌega, tada se x nalazi na istom mestu u kom bi
se nalazio u sortiranom nizu — oznaqimo tu poziciju sa p. Na osnovu ovoga
mo�emo da zakǉuqimo da li je on maǌi, ve�i ili bax jednak tra�enom k-tom
najmaǌem elementu, te razdvajamo sluqajeve:

1◦ ukoliko je bax p = k, tada je x rexeǌe;

2◦ ukoliko je p > k, tada se tra�eni element nalazi u delu niza zakǉuqno
sa elementom na poziciji p− 1;
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3◦ ukoliko je p < k, tada se tra�eni element nalazi u delu niza poqevxi
od elementa na poziciji p+ 1.

U sluqaju da k-ti najmaǌi element nije odre�en, ponavǉa se postupak, s tim
xto se pivot bira iz dopustivog regiona. Ovaj postupak se ponavǉa (dakle,
meǌaju se leva i desna granica u kojoj se tra�eni element nalazi) i sigurno
�e se korektno zavrxiti.

Posmatrajmo rad ovog algoritma na primeru niza (1, 6, 2, 9, 4, 7, 5), gde tra�i-
mo qetvrti najmaǌi element:

(|1,6, 4, 9, 2, 7, 5|),
(|1, 4, 2, 5,6, 7, 9|),
(|1,4, 2, 5|, 6, 7, 9),
(|1, 2,4, 5|, 6, 7, 9),(
1, 2, 4,

∣∣∣ 5 ∣∣∣, 6, 7, 9).
U najgorem sluqaju, Quickselect radi u O

(
n2
)
vremenu (na primer, ako stalno

biramo prvi element za pivot, a niz je ve� sortiran). Ipak, oqekivano i
proseqno vreme rada ovog algoritma je O (n) jer je oqekivani broj iteracija za
nala�eǌe medijane vrlo mali (isti argument pravda uzimaǌe da je vremenska
slo�enost Quicksort algoritma data sa O (n log n)). Predla�e se nasumiqno
biraǌe pivota da bi se postigli ovakvi efekti.

Princip funkcionisaǌa kd stabla

Radi pra�eǌa rada kd stabla neophodno je najpre nabrojati sve operacije koje
je nad ǌim mogu�e vrxiti. Za neke je optimizovano (kreiraǌe, NN search), a
za neke uopxte nije (ubacivaǌe novog elementa, brisaǌe).

Najpre navedimo pomo�ne podatke u strukturi stabla. Pored pukih poka-
zivaqa na decu i podataka o taqki (mogu�e implementirati tako�e preko
pokazivaqa), trebalo bi pamtiti i izvesne pomo�ne podatke: sve one koordi-
nate koje govore o kom se delu prostora radi (poxto neki segmenti prostora
imaju granice oblika ±∞, postoje razliqiti naqini prevazila�eǌa ovog
problema u zavisnosti od konkretne situacije: ili se zada neki broj koji
izlazi iz predvi�enih ograniqeǌa za ulazne podatke ili se uvodni pomo�na
promenǉiva logiqkog tipa).

Kreiraǌe. Za kreiraǌe stabla se koristi rekurzivan postupak. Req je o
kreiraǌu stabla nad nekim delom A, niza taqaka. Ukoliko ne postoji
nijedna taqka u izdvojenom delu niza A, req je o null qvoru. U suprotnom,
koristimo pomenuti Quickselect algoritam, gde se tra�i bn/2c-ti najmaǌi
element. Tada se on pridru�uje aktuelnom qvoru i razmatraju se deca
koja se dobijaju iz niza koji je modifikovan nakon primene Quickselect,
vrxi se podela po odgovaraju�oj hiperravni. Kriterijum po kom se urede
elementi zavisi od visine na kojoj se qvor nalazi (ispituje se ostatak
pri deǉeǌu sa brojem dimenzija).

Slo�enost kreiraǌa kd stabla je O (n log n) (req je o oqekivanoj slo�eno-
sti!). Sledi opravdaǌe koje se zasniva na gruboj proceni (ne i dokaz!).
Naime, postoji oko n/2 listova u stablu i oni su na visini log2 n. Da bi
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se stablo konstruisalo, bilo je neophodno primeniti Quickselect odre�en
broj puta: jednom za niz du�ine n, dva puta za niz du�ine n/2, qetiri
puta za niz du�ine n/4 itd. Dakle, za svaku visinu se vrxi O (n) ope-
racija. Sledi da je slo�enost izgradǌe stabla bax O (n log n). Intere-
santno je da ovde k uopxte ne uqestvuje izuzev razliqitih k kriterijuma
po kojima se vrxi sortiraǌe, pa su efekti kletve dimenzionalnosti ovde
minimalni.

Odgovor na NN upit. Najpre se ustanovi u kom se taqno segmentu prostora
nalazi pomenuta taqka — pretraga stabla koja odre�uje odgovaraju�i
list je jednostavna (uz uobiqajene probleme u sluqaju jednakosti). Taqka
uoqena u tom segmentu prostora je sigurno jedan od kandidata i ak-
tuelni minimum, najbli�i sused. Dokle god postoji neki qvor takav da
deo prostora koji opisuje ima udaǉenost maǌu od aktuelne minimalne
(tj. ukoliko odgovaraju�a kugla preseca graniqnu hiperravan), tada je
on kandidat za novog najbli�eg suseda.

◦
A

◦
B

◦
C

◦
D

◦
E

◦
F

◦
G

◦
H

◦
I

◦
J

◦
K

◦
L

•
M

◦
N

◦
O×

Slika 3: Prvi korak u radu pretrage: taqka iz upita se nalazi segmentu u
kom je M , pa je M pri izbor za najbli�eg suseda
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Slika 4: Drugi i tre�i korak u radu pretrage: krug seqe segment u kom je
D, ali to je mnogo ve�e od rastojaǌa do M ; L je slede�i izbor i to je novi

najbli�i sused
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Slika 5: Preostali koraci u pretrazi: kandidati su i C, E, N i O, ali je
na kraju bax L taqka koja je NN; ostatak prostora ne dolazi u obzir pri

pretrazi

Asimptotska analiza ovakvog postupka za odre�ivaǌe najbli�eg suseda
je problematiqna. Ukoliko su taqke nasumiqno generisane, tada se oqe-
kuje O (log n) vreme. Fridman, Bentli i Finkel u radu iz 1977. godine
dokazuju da je mogu�a pretraga u logaritamskom vremenu.

Efekti kletve dimenzionalnosti qesto dovode do pretrage mnogo vixe
qvorova, qime se slo�enost uve�ava. U sluqajevima kada je k uporedivo
sa n rad kd vixe nema toliko prednosti nad linearnom pretragom. Ipak,
u praksi se ovakvi sluqajevi ne razmatraju, te uzimamo da su efekti
kletve dimenzionalnosti minimalni.

Dodavaǌe novog qvora. Ubacivaǌe novog qvora je veliki problem za bi-
narno stablo pretrage jer naruxava balansiranost, te nije neoqekivano
da se to dexava i ovde. Konkretni zadaci u kojima dolazi do primene
kd stabla uglavnom «statiqni» (nema ni dodavaǌa ni brisaǌa taqaka).
Poxto je problem rebalansa inaqe vrlo komplikovan, ovde mu ne�e biti
posve�ena naroqita pa�ǌa. Postoje neka uopxteǌa koja zaobilaze ovaj
problem: adaptivno kd stablo, kd B stablo, pseudo kd stablo. . .

Brisaǌe zadatog qvora. Va�i isti komentar kao i za dodavaǌe qvora.

Primene

Najqex�e primene kd stabala se zasnivaju na NN upitu. U skladu sa tim se
javǉaju kao predlo�eno rexeǌe u velikom broju problema u kojima se tra�e
nekakve heuristike — neka NN sparivaǌa se prirodno name�u u praksi. Raz-
motri�emo iterative closest point (ICP) heuristiku, primenǉivu u razliqitim
problemima, kao i veoma aktuelan ray tracing problem.

Pretpostavimo da su nam data neka dva skupa taqaka (u 2d, 3d ili nekom
drugom prostoru), A i B, koji su na neki naqin korelisani: to su dva skupa
jednake kardinalnosti, svaka taqka iz prvog skupa odgovara taqno jednoj
taqki iz drugog i obratno. Za skup taqaka se koristi naziv point cloud .
Dakle, postoji neka transformacija (tra�imo bijekciju) koja preslikava A u
B — ova operacija se zove point cloud stitch. Posmatrajmo malo konkretnije:
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Slika 6: Koja izometrija slika prvi reǉef u drugi?

req je o nekim istaknutim taqkama u prostoru u dva razliqita vremenska
trenutka koje je posmatraq uoqio, pri qemu se on u me�uvremenu kre�e. Tada
je neophodno odrediti onu rigidnu transformaciju (direktnu izometrijsku
transformaciju) koja xto boǉe preslikava prvi skup u drugi. Ovde �emo
taqke prikazivati u narednom obliku: pored standardnih koordinata �emo
dodati jox jednu «pomo�nu» koja je uvek jednaka jednici. U sluqaju 2d pros-
tora pixemo taqke u obliku

(
x y 1

)T , a u sluqaju 3d koristimo kvaternion-
ski2 zapis:

(
x y z 1

)T .
ICP je heuristika koja se koristi da bi se ta transformacija τ pronaxla

i podse�a na poznate iterativne numeriqke metode za rexavaǌe jednaqina
(kako onih oblika f (x) = 0, gde je f poznata realna funkcija, tako i matriq-
nih, diferencijalnih, sistema diferencijalnih. . . ). Na trenutak ostavimo
po strani qiǌenicu da se tra�i bijekcija, ve� za svaku taqku iz A tra�imo
onu iz B u koju �elimo da se preslika. Za ovo �emo koristiti ǌoj najbli�u
taqku3 iz B (obiqno se koristi standardna Euklidska metrika) — ovo je
korak koji se efikasno obavi primenom kd stabala i vremenska slo�enost
ovog koraka je O (n log n). Opravdajmo ovaj izbor: ukoliko smo ve� odredili
tra�enu transformaciju, tada dolazi do maǌe-vixe poklapaǌa svih taqaka
iz τ (A) i B. Najpre definixemo neke kriterijume konvergencije (npr. da je
proseqno rastojaǌe izme�u uparenih taqaka dovoǉno malo). Ukoliko radimo
u 3d prostoru, transformaciji τ pridru�ujemo matricu koja ima slede�i
oblik:

I =


R11 R12 R13 Tx
R21 R22 R23 Ty
R31 R32 R33 Tz
0 0 0 1

.

Slika 7: Uzima se najbli�a taqka iz drugog point cloud-a

2Kvaternioni su proxireǌe skupa kompleksnih brojeva. Mogu da se zapixu u obliku ure-
�ene qetvorke (a, b, c, d) ili u algebarskom obliku a+ bi+ cj + dk, pri qemu i2 = j2 = k2 = −1,
a pravila sabiraǌa i mno�eǌa podse�aju na pravila pri radu sa kompleksnim brojevima.

3Ovo je point to point varijanta, postoji i point to plane pristup koji je efikasniji.
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Slika 8: Za odre�ivaǌe najbli�e taqke koriste se kd stabla

Primetimo da matrica ove transformacije (pomno�ena sa kvaternionom
daje kvaternion) sadr�i dve podmatrice: T i R. Podmatrica T odgovara
translaciji za vektor

(
Tx Ty Tz

)T . Podmatrica R odgovara nekoj rotaciji
u Euklidskom prostoru i dobije se kao proizvod neke tri matrice rotacije
oko razliqitih osa, odnosno:

R =

cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0
0 0 1

 ·
cos θ 0 − sin θ

0 1 0
sin θ 0 cos θ

 ·
1 0 0
0 cosω − sinω
0 sinω cosω

.
Va�no je napomenuti da τ , kojoj pridru�ujemo I, predstavǉa transforma-

ciju koja se sastoji od kompozicija jedne translacije i jedne rotacije, pri
qemu se prvo primeǌuje rotacija, pa onda translacija. Ovako mo�e da se
predstavi svaka rigidna transformacija.

Nakon xto se upare taqke, neophodno je oceniti matricu koja vrxi pret-
postavǉeno preslikavaǌe. Za kriterijum najboǉe ocene mo�e da se koristi
metod najmaǌih kvadrata, ali se nekada, zbog potreba brzine, koriste br�i i
nexto neprecizniji kriterijumi. Pri radu sa 3d koordinatama je ovaj korak
nexto komplikovaniji, te se ne�emo ǌime baviti. U svakom sluqaju, tako se
dobije neka oceǌena transformacija τ1 sa matricom I1. Ukoliko je zadovoǉen
kriterijum konvergencije, tada je τ = τ1. U suprotnom, ponovo se grupixu
taqke koriste�i isti kriterijum (sada je najbli�a taqka mo�da neka druga!)
i dobije se transformacija τ2, pa se postupak mo�da opet ponovi i dobije se
τ3, τ4, . . . , τn i tu se dostigne konvergencija. Tada je τ = τn ◦ . . . τ2 ◦ τ1, odnosno
I = In · . . . · I2 · I1. Ovo je kompletan opis ICP algoritma.

Postoji mogu�nost da ne do�e do konvergencije. Da bi se izbegla beskonaqna
petǉa, obiqno se postavi gorǌa granica za n (u besplatno dostupnoj i obimnoj
PCL biblioteci je default vrednost jednaka 50). Nekada se, doduxe, javi pro-
blem tako xto algoritam ne konvergira rexeǌu, ve� tek nekom lokalnom mi-
nimumu (funkcije odstupaǌa). Praktiqne primene ovog postupka se uoqavaju
u problemima koji se tiqu lokalizacije posmatraqa (npr. robota) ili mapi-
raǌu prostora (mo�e i oba: simultaneous localization and mapping (SLAM)).
Za ove potrebe se koriste specijalizovani senzori koji proceǌuju udaǉenosti
objekata, prave «dubinske slike» (grayscale slika na kojoj intenzitet sive
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odre�uje udaǉenost), nakon qega se uoqe odgovaraju�e znaqajne taqke u pros-
toru. ICP heuristika se koristi i u nekim drugim situacijama koje zahtevaju
pore�eǌe dva point cloud-a (problemi klasifikacije i prepoznavaǌa).

Slika 9: Slika u boji i ǌena dubinska varijanta

Ray tracing (pra�eǌe zraka) je algoritam koji se javǉa u raqunarskoj
grafici i primenǉiv je uglavnom ukoliko se radi o sistemu koji ne zahteva
preveliku brzinu ili nije interaktivan (real time sistemi, poput raqunarskih
igara, uglavnom ne koriste ovako detaǉne efekte). Req je o problemu gene-
risaǌa realistiqnog prikaza polaze�i od 3d modela, taqke u kojoj se nalazi
posmatraq i izvora svetlosti — kǉuqni problem se tiqe efekata geometrij-
ske optike poput senki, odbijaǌa (refleksije) i prelamaǌa (refrakcije) svet-
losti.

Slika 10: Jedna generisana slika

Ne�emo ulaziti u detaǉe ovog algoritma, ali �emo se osvrnuti na deo u
kom se posmatra «prvi presek» jednog zraka (matematiqki modelovanog kao
poluprava) sa objektima koji se nalaze na sceni. U ovakvim situacijama se
koristi surface area heuristika (SAH) i zahteva korix�eǌe nekakve efikasne
strukture podataka za analizu. Danas tu ulogu sve qex�e imaju bax kd sta-
bla jer imaju asimptotski optimalno O (n log n) vreme, pri qemu je n broj
trouglova na koje je prostor podeǉen primenom triangulacije objekata.


